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Re´sume´. Le concept de ≪ cycle limite ≫ fut introduit par Henri Poincare´ dans son second me´moire ≪ Sur les
courbes de´finies par une e´quation diffe´rentielle ≫ en 1882. Du point de vue de la Physique, un cycle limite stable
(ou attractif) correspond a` la repre´sentation de la solution pe´riodique d’un syste`me (me´canique ou e´lectrique)
dissipatif dont les oscillations sont entretenues par le syste`me lui-meˆme. Inversement, l’existence d’un cycle limite
stable garantit l’entretien des oscillations. Jusqu’a` pre´sent, l’historiographie conside´rait que le mathe´maticien russe
Aleksandr’ Andronov avait e´te´ le tout premier a` e´tablir une telle correspondance entre la solution pe´riodique d’un
syste`me auto-oscillant et le concept de cycle limite de Poincare´. La de´couverte re´cente d’une se´rie de confe´rences
re´alise´es par Henri Poincare´ en 1908 a` l’Ecole Supe´rieure des Postes et Te´le´graphes (aujourd’hui Telecom Paris
Tech) de´montre qu’il avait de´ja` mis en application son concept de cycle limite pour e´tablir l’existence d’un re´gime
stable d’ondes entretenues dans un dispositif de la T.S.F. 1 Cet article a donc pour objet d’une part de retracer
l’e´mergence de ce concept depuis sa cre´ation par Poincare´ et, d’autre part de mettre en e´vidence l’importance de
son roˆle dans l’histoire des oscillations non line´aires.
1 Henri Poincare´ et le concept de cycle limite
Dans le chapitre VI de son second me´moire ≪ Sur les courbes de´finies par une e´quation diffe´rentielle ≫,
Poincare´ [14, p. 261] pre´sente la ≪ The´orie des cycles limites ≫. En faisant appel a` la ≪ The´orie des
conse´quents ≫ qu’il a pre´alablement expose´e et qui contient en essence le principe de ce que l’on appelle
aujourd’hui une ≪ section de Poincare´ ≫, il de´montre l’existence d’un nouveau genre de courbes ferme´es 2
qu’il nomme ≪ cycle limite ≫. Au chapitre VII, Poincare´ [14, p. 274] pre´sente alors le tout premier exemple
de cycle limite. Il s’agit du syste`me de deux e´quations diffe´rentielles du premier ordre et du premier degre´
suivant :
dx
x (x2 + y2 − 1)− y (x2 + y2 + 1)
=
dy
y (x2 + y2 − 1) + x (x2 + y2 + 1)
(1)
Bien entendu ce syste`me qui a e´te´ construit ad hoc par Poincare´ pour illustrer son propos ne recouvre
pas une re´alite´ physique. Ne´anmoins, il permet de mettre en e´vidence l’existence d’une courbe ferme´e
invariante (au sens de Darboux [3]) qui n’est autre que le cercle cycle limite alge´brique d’e´quation (voir
Fig. 1) :
x2 + y2 = 1
Cependant, comme le rappelle aussitoˆt Poincare´ [14, p. 283] :
≪ Quand les cycles limites ne sont pas alge´briques, une discussion comple`te est e´videmment
impossible ; car on ne pourra jamais trouver en termes finis l’e´quation des cycles limites. ≫
1. Te´le´graphie Sans Fil.
2. Les courbes ferme´es correspondant aux solutions de type centre ayant e´te´ exclues de la discussion par
Poincare´.
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Figure1. Premier exemple de cycle limite, d’apre`s Poincare´ [14, p. 280]
Sur la Fig. 1, Poincare´ a repre´sente´ le cycle limite d’e´quation x2 + y2 = 1 et les courbes trajectoires
de´crivant un point mobile ≪ qui ne pourra jamais le franchir et qui restera toujours a` l’inte´rieur de ce
cycle, ou toujours a` l’exte´rieur ≫.
Dans la Notice sur les Travaux scientifiques d’Henri Poincare´ faite par lui-meˆme en 1884, Poincare´
[15, p. 25] fournit une de´finition mathe´matique tre`s pre´cise de ce concept :
≪ [. . .] il y a un autre genre de courbes ferme´es qui jouent un roˆle capital dans cette the´orie : ce sont
les cycles limites. J’appelle ainsi les courbes ferme´es qui satisfont a` notre e´quation diffe´rentielle
et dont les autres courbes de´finies par la meˆme e´quation se rapprochent asymptotiquement sans
jamais les atteindre. Cette seconde notion n’est pas moins importante que la premie`re. Supposons,
en effet, que l’on ait trace´ un cycle limite ; il est clair que le point mobile dont nous parlions plus
haut ne pourra jamais le franchir et qu’il restera toujours a` l’inte´rieur de ce cycle, ou toujours a`
l’exte´rieur. ≫
Poincare´ imagine la solution d’une e´quation diffe´rentielle comme un point mobile (une plane`te par
exemple) de´crivant une trajectoire dans le plan (de phase). Sa de´finition signifie que la trajectoire de´crite
par cette solution prend la forme d’une courbe ferme´e sur elle-meˆme (cercle noir sur la Fig. 2) qui attirerait
toute autre trajectoire se trouvant aussi bien a` l’inte´rieur qu’a` l’exte´rieur (trajectoires en pointille´s sur
la Fig. 2).
Du point de vue mathe´matique, si l’on excepte le cas particulier utilise´ par Poincare´ comme exemple,
les cycles limites constituent un nouveau type de ≪ courbes de´finies par une e´quation diffe´rentielle ≫ et
non par une e´quation carte´sienne comme celle du cercle.
Du point de vue de la physique, cela implique que quelles que soient les conditions initiales choisies, la
trajectoire s’approche asymptotiquement de la courbe ferme´e sans jamais l’atteindre. Si cette explication
le´gitime la de´nomination de cycle limite elle ne fournit cependant aucune indication quant a` sa significa-
tion et il faudra attendre un quart de sie`cle pour que Poincare´ lui donne sa ve´ritable interpre´tation en 1908.
Lorsque l’on s’inte´resse a` l’analyse des phe´nome`nes oscillatoires on commence ge´ne´ralement par
e´tudier le pendule dont on repre´sente (mode´lise) les oscillations au moyen d’une e´quation diffe´rentielle.
On de´montre alors que dans le cas du pendule sans frottements les oscillations sont pe´riodiques mais
de´pendent des conditions initiales alors que dans celui du pendule avec frottements les oscillations sont
amorties.
A la fin du XIXe sie`cle, la The´orie des Oscillations Line´aires qui de´crit ce type d’oscillations, avait
atteint son apoge´e lorsque l’on de´couvrit un dispositif e´lectrome´canique pre´sentant un curieux compor-
tement oscillatoire qu’elle n’e´tait pas en mesure d’expliquer.
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Figure2. Illustration du concept de cycle limite.
2 Jean-Marie Anatole Ge´rard-Lescuyer et la machine se´rie-dynamo
En 1880, un inge´nieur e´lectricien du nom de Jean-Marie Anatole Ge´rard-Lescuyer eut l’ide´e d’associer
une machine dynamo-e´lectrique jouant le roˆle de ge´ne´rateur a` une machine magne´to-e´lectrique pouvant
eˆtre assimile´e dans ce cas a` un moteur. Ge´rard-Lescuyer [5, p. 226] explique ainsi le phe´nome`ne qu’il
observe :
≪ [. . .] si l’on envoie le courant produit par une machine dynamo-e´lectrique dans une machine
magne´to-e´lectrique, on assiste a` un phe´nome`ne e´trange.
Aussitoˆt que le circuit est ferme´, la machine magne´to-e´lectrique se met en mouvement ; elle tend a`
prendre une vitesse de re´gime, en rapport avec l’intensite´ du courant qui l’anime ; mais subitement
elle se ralentit, s’arreˆte et repart en sens contraire, pour s’arreˆter de nouveau et tourner dans le
meˆme sens que pre´ce´demment. En un mot, elle est anime´e d’un mouvement alternatif re´gulier,
qui dure autant que le courant qui l’actionne. ≫
Constatant donc l’inversion pe´riodique du sens de rotation de la machine magne´to-e´lectrique, alors que
le courant est continu, il s’interroge sur la cause de ce phe´nome`ne oscillatoire ≪ e´trange ≫. Ne parvenant
pas a` trouver une explication, il e´crit :
≪ Que devons-nous conclure ? Rien, sinon que nous nous trouvons en pre´sence d’un paradoxe
scientifique, dont l’explication se fera, mais qui ne laisse pas d’eˆtre inte´ressant. ≫
En re´alite´, le phe´nome`ne que Ge´rard-Lescuyer vient de mettre en e´vidence c’est l’existence de frot-
tements non line´aires. Ces frottements ne sont plus, comme dans le cas du pendule, proportionnels a`
l’amplitude des oscillations mais sont repre´sente´s par une fonction non line´aire de l’amplitude (une fonc-
tion cubique par exemple). Ceci implique que lorsque les frottements deviennent ne´gatifs ils entretiennent
les oscillations au lieu de les amortir.
Ce dispositif peut eˆtre conside´re´ comme l’un des premiers exemples de syste`me dissipatif, c’est-a`-
dire, de syste`me dont les oscillations sont entretenues par le syste`me lui-meˆme. Plus tard, on parlera
de syste`mes auto-entretenus et d’oscillations auto-entretenues ou d’auto-oscillations 3. Les oscillations
3. Voir Ginoux [7] et Ginoux & Lozi [8].
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auto-entretenues par de tels syste`mes seront e´galement repre´sente´es par une e´quation diffe´rentielle dont
la solution pe´riodique prendra la forme d’un cycle limite de Poincare´. Une correspondance biunivoque
sera alors e´tablie entre la solution pe´riodique d’un syste`me auto-entretenu et le concept de cycle limite
dont l’existence garantira l’entretien ou la persistance des oscillations. Persistance en effet, car il arrivait
e´galement a` cette e´poque que des inge´nieurs cherchent a` faire cesser les oscillations intempestives qui
prenaient naissance au sein de certains dispositifs me´caniques. Ce fut le cas d’Henry Le´aute´ qui fut
confronte´ a` ce genre de proble`me en 1885 et qui fit appel, pour le re´soudre, au concept de cycle limite
mais sans faire cependant aucun lien avec les travaux de Poincare´ [13,17].
3 Henry Le´aute´ et la re´gulation des machines hydrauliques
En 1885, l’inge´nieur Henry Le´aute´ (1847-1916) publie un long me´moire intitule´ : “ Sur les oscillations
a` longue pe´riode dans les machines actionne´es par des moteurs hydrauliques et sur les moyens de pre´venir
ces oscillations ≫ [11]. A cette e´poque les inge´nieurs en hydraulique sont confronte´s a` un de´licat proble`me
dans les syste`mes de vannage. En effet, le moteur employe´ pour l’ouverture ou la fermeture de la vanne
produit par re´troaction des oscillations intempestives engendrant un phe´nome`ne de battement des plus
pre´judiciables. Ces oscillations dont la pe´riode est de l’ordre de quelques dizaines de secondes sont alors
appele´es : ≪ oscillations a` longue pe´riode 4 ≫. Pour re´soudre ce proble`me Le´aute´ va faire appel au concept
de cycle limite e´labore´ trois ans auparavant par Henri Poincare´ [14, p. 261] sans avoir he´las re´alise´
la correspondance qu’il venait d’e´tablir entre Science et Technique. Le mathe´maticien Camille Jordan
(1838-1922) charge´ de re´diger sa ne´crologie rappela ainsi ses recherches :
≪ Les oscillations a` longue pe´riode, si redoutables dans les machines hydrauliques, ont e´galement
attire´ l’attention de M. Le´aute´. Elles n’avaient e´te´ e´tudie´es avant lui que pour les re´gulateurs a`
action directe. M. Le´aute´ a traite´ le cas ou` la re´gularisation intervient par l’action d’une vanne.
Construisant alors une courbe ayant pour abscisses l’ouverture de la vanne et pour ordonne´e la
vitesse correspondante de la machine, il a reconnu que ces oscillations se produisent seulement
lorsque ladite courbe est ferme´e. L’inte´gration de l’e´quation diffe´rentielle du proble`me lui fait
connaˆıtre les cas ou` cette circonstance-se pre´sente 5. ≫
Pour re´soudre ce proble`me de re´gulation dans les machines actionne´es par des moteurs hydrauliques,
Le´aute´ propose donc de repre´senter dans le plan de phase ayant pour abscisse l’ouverture de la vanne et
pour ordonne´e la vitesse correspondante de la machine la courbe figurant l’e´volution des oscillations (voir
Fig. 3 et Fig. 4). Au second paragraphe du Chapitre IV intitule´ ≪ Proprie´te´s du cycle ferme´ ≫, Le´aute´
de´crit les caracte´ristiques d’un cycle limite de Poincare´.
En effet, il conside`re tout d’abord que l’e´tat initial de la machine peut eˆtre repre´sente´ par un point
exte´rieur (A1) ou un point inte´rieur (A2). Puis, Le´aute´ [11, p. 77] explique que
≪ Les cycles successifs 6 de´crits a` partir de A1 e´tant assujettis a` tendre vers le cycle ferme´ et ayant
tous un effet utile ou un effet nuisible, on voit que ce sera force´ment l’effet utile qui se produira. ≫
Il ajoute alors que les cycles successifs ne peuvent franchir le cycle ferme´ puis e´tudie de la meˆme
manie`re le cas d’un point a` l’inte´rieur. Il en conclut :
≪ Ce fait explique les phe´nome`nes qui re´sultent de l’existence du cycle ferme´ et rend compte ainsi
de la production des oscillations a` longues pe´riodes. Toute la question est donc ramene´e a` fixer
les conditions sous-lesquelles il n’y aura pas de cycle ferme´. ≫
Bien que Le´aute´ se situe dans une proble´matique exactement inverse de tous ceux qui vont lui succe´der
puisqu’il recherche les conditions pour lesquelles il n’y a pas de cycle ferme´, Le´aute´ re´alise ainsi une
correspondance du meˆme type de celle qu’e´tablira Poincare´ [18,19] vingt ans plus tard entre solution
pe´riodique d’un oscillateur et cycle ferme´, i.e. cycle limite.
4. Pour plus de de´tails voir la the`se de Remaud [20, p. 143 et suivantes].
5. Voir Jordan [10, p. 501]
6. Ce que Le´aute´ nomme des cycles successifs correspond a` des courbes trajectoires inte´grales de l’e´quation
diffe´rentielle caracte´risant l’e´volution des oscillations dans ce proble`me.
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Figure3. Cycle ferme´, d’apre`s Le´aute´ [11, p.77]
Figure4. Cycle de Le´aute´ [11, p. 10]
Trente ans plus tard, les inge´nieurs Le´on Barbillion 7 et Paul Caye`re [2] feront appel a` la me´thode
inaugure´e par Le´aute´ [11] pour re´soudre le proble`me de la re´gulation (indirecte) des groupes e´lectroge`nes
actionne´s par des turbines hydrauliques (voir Fig. 5).
Barbillion et Caye`re [2, p. 747] publient leur travail dans la Revue Ge´ne´rale de l’e´lectricite´ entre le 25
mai et le 1er juin 1918 qui de´bute par cette phrase :
≪ Lorsqu’on e´tudie, dans de nombreux travaux publie´s sur la question, l’important proble`me de la
re´gulation indirecte des groupes e´lectroge`nes actionne´s par des turbines hydrauliques, on constate
que les solutions employe´es actuellement de´rivent toutes d’une fac¸on plus ou moins directe des
principes expose´s en 1885 par M. Le´aute´ dans son ≪Me´moire sur les oscillations a` longue pe´riode
dans les machines actionne´es par des moteurs hydrauliques et sur les moyens de pre´venir ces
oscillations ≫. ≫
Barbillion et Caye`re [2, p. 761] reproduisent sur la Fig. 6 les oscillations de longue pe´riode puis
expliquent que :
7. Pour une biographie de Barbillion voir la the`se de Remaud [20].
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Figure5. Enregistrement du cycle de Le´aute´, d’apre`s Caye`re [1958, pl. 2457] (voir [20])
Figure6. Caracte´ristique du re´gulateur indirect asservi, d’apre`s Barbillion et Caye`re [2, p. 761]
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≪ Si la pre´ponde´rance de la vitesse est trop conside´rable, la pe´riode et le point M de´crit des cycles
peu convergents (Fig. 6), cycles e´tudie´s pour la premie`re fois par M. Le´aute´. ≫
Ainsi, quelques anne´es apre`s Le´aute´, Barbillion et Caye`re ont mis en application le concept de cycle
limite de Poincare´ pour re´soudre un proble`me de re´gulation. Malheureusement, si la correspondance entre
solution pe´riodique et l’existence de courbes ferme´es a bien e´te´ mise en e´vidence par chacun de ces savants
aucun d’eux n’a fait le lien avec les travaux de Poincare´ et n’a par conse´quent re´alise´ que les courbes
ferme´es e´tudie´es e´taient des cycles limites.
4 Les confe´rences ≪ oublie´es ≫ d’Henri Poincare´ sur la T.S.F.
Jusqu’a` pre´sent l’historiographie conside´rait d’une part que Poincare´ n’avait jamais mis en application
le concept de cycle limite et attribuait d’autre part au mathe´maticien russe Aleksandr’ Andronov (1901-
1952) le me´rite d’avoir e´tabli une correspondance entre la solution pe´riodique d’un syste`me auto-entretenu
et le concept de cycle limite de Poincare´ dans une note pre´sente´e aux Comptes rendus de l’Acade´mie des
sciences de Paris le 14 octobre 1929. Ainsi, d’apre`s Diner [4, p. 339] :
≪ Au moment meˆme ou` naˆıt la me´canique quantique, Andronov participe a` l’e´mergence d’un
nouveau paradigme, dont l’acte fondateur, son travail de diploˆme, paraˆıt – en franc¸ais ! – dans les
Comptes rendus de l’Acade´mie des sciences du 14 octobre 1929 : ≪ Les cycles limites de Poincare´
et la the´orie des oscillations auto-entretenues ≫. Andronov y reconnaˆıt, pour la premie`re fois, que
dans un oscillateur de la radiophysique comme celui de Van der Pol, [. . .] le mouvement dans
l’espace des phases est du type cycle limite, notion introduite par Poincare´ en 1880, dans un
contexte purement mathe´matique. ≫
La de´couverte d’une se´rie de confe´rences re´alise´es par Henri Poincare´ en mai-juin 1908 a` l’e´cole
Supe´rieure des Postes et Te´le´graphes semble bouleverser quelque peu cette vision des choses 8. En ef-
fet, lors de son dernier expose´ intitule´ Te´le´graphie dirige´e. Oscillations entretenues, Poincare´ e´tudie
un syste`me entretenu par un arc chantant. L’arc chantant ou arc de Duddell e´tait un dispositif de type
≪ e´clateur≫ c’est-a`-dire produisant des e´tincelles qui engendraient la propagation d’ondes e´lectromagne´tiques
mises en e´vidence par les expe´riences de Hertz. Tandis que l’e´clateur utilise´ par Hertz ne ge´ne´rait que
des ondes amorties, l’arc chantant permettait quant a` lui l’e´tablissement d’un re´gime stable d’ondes en-
tretenues. C’est pour cette raison qu’il allait eˆtre utilise´ au tout de´but du XXe sie`cle dans le domaine de
la T.S.F. naissante 9.
Apre`s avoir fournit le diagramme du montage e´lectrique (voir Fig. 7) dans lequel x repre´sente la
charge du condensateur de capacite´ 1/H et i l’intensite´ du courant dans le circuit exte´rieur, Poincare´
e´tabli l’e´quation diffe´rentielle qui caracte´rise les oscillations entretenues par l’arc chantant (X).
Poincare´ [18, p. 390] explique que ce circuit comprend ≪ une source de force e´lectromotrice constante
continue E, une re´sistance et une self, et, en paralle`le, d’une part un arc, de l’autre une self et une capa-
cite´.≫. En exprimant alors, au moyen de la seconde loi 10 de Kirchhoff, la tension dans la maille ABCDEF,
Poincare´ e´tablit l’e´quation diffe´rentielle non line´aire du second ordre des oscillations entretenues par l’arc
chantant
Lx′′ + ρx′ + φ (i+ x′) +Hx = 0 (2)
Il pre´cise alors que ≪ si on suppose connue la fonction φ, l’e´quation (Po3) donne une relation entre
i et x′ ou entre i + x′ et x′. ≫. Poincare´ [18, p. 390] obtient finalement l’e´quation suivante qui est tout
point analogue a` l’e´quation que le Hollandais Balthazar Van der Pol [21,22] e´tablira quelques anne´es plus
tard :
Lx′′ + ρx′ + θ (x′) +Hx = 0 (3)
8. Voir Ginoux et al. [6] et Ginoux [7].
9. Voir Letellier et al. [12] et Ginoux et Letellier [9].
10. Loi des mailles.
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Figure7. Oscillations entretenues par l’arc chantant, d’apre`s Poincare´ [18, p. 390].
Bien entendu, cette e´quation diffe´rentielle non line´aire du second ordre n’est pas inte´grable comme le
rappelle d’ailleurs Poincare´ [18, p. 390] qui e´tablit alors une correspondance entre la solution pe´riodique,
c’est-a`-dire, les oscillations entretenues et l’existence d’une courbe ferme´e.
≪ On peut construire les courbes qui satisfont a` cette e´quation diffe´rentielle, a` condition de
connaˆıtre la fonction θ. Les oscillations entretenues correspondent aux courbes ferme´es, s’il y en
a. Mais toute courbe ferme´e ne convient pas, elle doit remplir certaines conditions de stabilite´
que nous allons e´tudier. ≫
Mais, il va plus loin et pre´sente une condition de stabilite´ des oscillations entretenues qui est essen-
tiellement base´e sur l’existence d’une courbe ferme´e :
≪ Condition de stabilite´. – Conside´rons donc une autre courbe non ferme´e satisfaisant a` l’e´quation
diffe´rentielle, ce sera une sorte de spirale se rapprochant inde´finiment de la courbe ferme´e. Si la
courbe ferme´e repre´sente un re´gime stable, en de´crivant la spirale dans le sens de la fle`che on doit
eˆtre ramene´ sur la courbe ferme´e, et c’est a` cette seule condition que la courbe ferme´e repre´sentera
un re´gime stable d’ondes entretenues et donnera lieu a` la solution du proble`me 11. ≫
En comparant cette phrase avec la de´finition d’un cycle limite qu’il donne dans la Notice sur les
Travaux scientifiques d’Henri Poincare´ faite par lui-meˆme en 1884 :
≪ [. . .] il y a un autre genre de courbes ferme´es qui jouent un roˆle capital dans cette the´orie : ce sont
les cycles limites. J’appelle ainsi les courbes ferme´es qui satisfont a` notre e´quation diffe´rentielle
et dont les autres courbes de´finies par la meˆme e´quation se rapprochent asymptotiquement sans
jamais les atteindre. Cette seconde notion n’est pas moins importante que la premie`re. Supposons,
en effet, que l’on ait trace´ un cycle limite ; il est clair que le point mobile dont nous parlions plus
haut ne pourra jamais le franchir et qu’il restera toujours a` l’inte´rieur de ce cycle, ou toujours a`
l’exte´rieur. ≫
il apparaˆıt clairement que les courbes ferme´es dont parle alors Poincare´ sont des cycles limites. Il a
ainsi e´tabli, vingt ans avant Andronov [1], la correspondance entre solution pe´riodique d’un oscillateur
de la radiotechnique et le concept de cycle limite stable qu’il avait introduit dans ses premiers travaux.
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